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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 1,
1/2 e 2, la cui matrice di covarianza e` C =

1 34
3
2
3
4 2 1
3
2 1 3
 e` (σµ, µ) =
(√
1
24 (23µ
2 − 22µ+ 23), µ
)
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 1,
1/2 e 2, la cui matrice di covarianza e` C =

1 34
3
2
3
4 2 1
3
2 1 3
 e` (σµ, µ) =
(√
1
24 (23µ
2 − 22µ+ 23), µ
)
L(x, y, z;m,n) = x2 +
3xy
2
+ 3xz + 2y2 + 2yz + 3z2
−m(x+ y + z − 1)− n
(
x+
y
2
+ 2z − µ
)
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
2x+
3y
2
+ 3z = m+ n
3x
2
+ 4y + 2z = m+
n
2
3x+ 2y + 6z = m+ 2n
x+ y + z = 1
x+
y
2
+ 2z = µ
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2x+
3y
2
+ 3z = m+ n
3x
2
+ 4y + 2z = m+
n
2
3x+ 2y + 6z = m+ 2n
x+ y + z = 1
x+
y
2
+ 2z = µ

4x+ 3y + 6z = 2m+ 2n
3x+ 8y + 4z = 2m+ n
3x+ 2y + 6z = m+ 2n
x+ y + z = 1
2x+ y + 4z = 2µ
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x =
16m+ n
17
y =
m− n
17
z =
11(n−m)
34
x+ y + z = 1
2x+ y + 4z = 2µ
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
x =
16m+ n
17
y =
m− n
17
z =
11(n−m)
34
x+ y + z = 1
2x+ y + 4z = 2µ
=⇒

x =
16m+ n
17
y =
m− n
17
z =
11(n−m)
34
16m+ n
17
− 9m
34
+
9n
34
= 1
16m+ n
17
− n−m
34
+
11(n−m)
17
= µ
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x =
16m+ n
17
y =
m− n
17
z =
11(n−m)
34
23m+ 11n = 34
11m+ 23n = 34µ
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
x =
16m+ n
17
y =
m− n
17
z =
11(n−m)
34
23m+ 11n = 34
11m+ 23n = 34µ
=⇒

x =
7− 3µ
4
y =
µ− 1
6
z =
11(µ− 1)
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17
y =
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17
z =
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34
23m+ 11n = 34
11m+ 23n = 34µ
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
x =
7− 3µ
4
y =
µ− 1
6
z =
11(µ− 1)
12
σ2µ =
1
16
(7− 3µ)2 + 3
8
(
1
6
− µ
6
)
(7− 3µ) + 3
4
(
11µ
12
− 11
12
)
(7− 3µ)
+ 2
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1
6
− µ
6
)2
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(
11µ
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− 11
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)2
+ 2
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11µ
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)
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Un punto (x, y) del piano σµ si dice raggiungibile se x = σ e y = µ per
qualche portafoglio. Tutti i punti ottenibili si trovano a destra di qual-
che punto della frontiera efficiente (naturalmente mettendo sempre il
rischio in ascisse ed il rendimento in ordinate
6/27 Pi?
22333ML232
Un punto (x, y) del piano σµ si dice raggiungibile se x = σ e y = µ per
qualche portafoglio. Tutti i punti ottenibili si trovano a destra di qual-
che punto della frontiera efficiente (naturalmente mettendo sempre il
rischio in ascisse ed il rendimento in ordinate
Definizione
Siano P1 = (σ1, µ1), P2 = (σ2, µ2) due punti raggiungibili. Diciamo
che P1 domina P2 se
σ1 ≤ σ2 e µ1 ≥ µ2
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Un punto (x, y) del piano σµ si dice raggiungibile se x = σ e y = µ per
qualche portafoglio. Tutti i punti ottenibili si trovano a destra di qual-
che punto della frontiera efficiente (naturalmente mettendo sempre il
rischio in ascisse ed il rendimento in ordinate
Definizione
Siano P1 = (σ1, µ1), P2 = (σ2, µ2) due punti raggiungibili. Diciamo
che P1 domina P2 se
σ1 ≤ σ2 e µ1 ≥ µ2
Notare che P1 ha minor rischio e maggior rendimento di P2
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Teorema
Ogni punto raggiungibile e` dominato da un punto raggiungibile che si
trova sulla frontiera efficiente di Markowitz. Pertanto ogni investitore
che cerca di minimizzare il rischio per ogni rendimento atteso deve
collocare il suo portafoglio sulla frontiera efficiente.
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Esercizio
In un ammortamento italiano erogato al tasso i = 0, 075 la scadenza
media finanziaria e`
T = 12, 24866456
Quante sono le rate?
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Esercizio
In un ammortamento italiano erogato al tasso i = 0, 075 la scadenza
media finanziaria e`
T = 12, 24866456
Quante sono le rate?
T =
ln
(
1 + n+12 i
)
ln(1 + i)
8/27 Pi?
22333ML232
Esercizio
In un ammortamento italiano erogato al tasso i = 0, 075 la scadenza
media finanziaria e`
T = 12, 24866456
Quante sono le rate?
T =
ln
(
1 + n+12 i
)
ln(1 + i)
Risolvendo
n =
2(1 + i)T − i− 2
i
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Esercizio
In un ammortamento italiano erogato al tasso i = 0, 075 la scadenza
media finanziaria e`
T = 12, 24866456
Quante sono le rate?
T =
ln
(
1 + n+12 i
)
ln(1 + i)
Risolvendo
n =
2(1 + i)T − i− 2
i
Sostituendo T = 12, 24866456 e i = 0, 075 si trova n = 37
9/27 Pi?
22333ML232
Esercizio 10 000 ¤ sono rimborsati con 40 rate, le prime 20 di im-
porto 299,55 e le ultime 20 di importo 240,93. Sapendo che la scadenza
media finanziaria e` T = 19, 1471875 calcolare il tasso del prestito.
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Esercizio 10 000 ¤ sono rimborsati con 40 rate, le prime 20 di im-
porto 299,55 e le ultime 20 di importo 240,93. Sapendo che la scadenza
media finanziaria e` T = 19, 1471875 calcolare il tasso del prestito.
Se γ e` l’indice di onerosita` la scadenza media finanziaria e` data dalla
relazione
T =
ln(1 + γ)
ln(1 + i)
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Esercizio 10 000 ¤ sono rimborsati con 40 rate, le prime 20 di im-
porto 299,55 e le ultime 20 di importo 240,93. Sapendo che la scadenza
media finanziaria e` T = 19, 1471875 calcolare il tasso del prestito.
Se γ e` l’indice di onerosita` la scadenza media finanziaria e` data dalla
relazione
T =
ln(1 + γ)
ln(1 + i)
γ si calcola con la formula
γ =
n∑
i=1
αi − A
A
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allora
γ =
20× 299, 55 + 20× 240, 93− 10 000
10 000
= 0, 08096
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allora
γ =
20× 299, 55 + 20× 240, 93− 10 000
10 000
= 0, 08096
Poi abbiamo
T =
ln(1 + γ)
ln(1 + i)
=⇒ i = (1 + γ)1/T − 1
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allora
γ =
20× 299, 55 + 20× 240, 93− 10 000
10 000
= 0, 08096
Poi abbiamo
T =
ln(1 + γ)
ln(1 + i)
=⇒ i = (1 + γ)1/T − 1
Usando γ = 0, 08096 e T = 19, 1471875 otteniamo
i = 0, 00407412
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Esercizio
10 000 ¤ sono rimborsati con ammortamento americano in 50 rate.
Sapendo che il tasso debitore e` i = 0, 005 e che il tasso costitutivo e`
j = 0, 006 trovare il tasso interno di rendimento dell’operazione
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Esercizio
10 000 ¤ sono rimborsati con ammortamento americano in 50 rate.
Sapendo che il tasso debitore e` i = 0, 005 e che il tasso costitutivo e`
j = 0, 006 trovare il tasso interno di rendimento dell’operazione
La rata americana viene dalla formula
αA = A
(
i+
1
sn|j
)
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Esercizio
10 000 ¤ sono rimborsati con ammortamento americano in 50 rate.
Sapendo che il tasso debitore e` i = 0, 005 e che il tasso costitutivo e`
j = 0, 006 trovare il tasso interno di rendimento dell’operazione
La rata americana viene dalla formula
αA = A
(
i+
1
sn|j
)
Con i dati del problema otteniamo
αA = 222, 093
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Per trovare il tasso effettivo bisogna risolvere rispetto ad i l’equazione
A = α an|i
usando il metodo di Newton, che in questo caso porta alla funzione
di iterazione
F (v) =
A− nvn+1α
A+ α− nαvn − αvn
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Per trovare il tasso effettivo bisogna risolvere rispetto ad i l’equazione
A = α an|i
usando il metodo di Newton, che in questo caso porta alla funzione
di iterazione
F (v) =
A− nvn+1α
A+ α− nαvn − αvn
Preparativi:
i = 0, 005 =⇒ vi = 0, 995025
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F (v) =
10000− 11104, 7v51
10222, 093 − 11326, 7v50
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F (v) =
10000− 11104, 7v51
10222, 093 − 11326, 7v50
F (v0) = F (0.995025) = 0, 995724 = v1
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F (v) =
10000− 11104, 7v51
10222, 093 − 11326, 7v50
F (v0) = F (0.995025) = 0, 995724 = v1
F (v1) = F (0, 995724) = 0, 995826 = v2
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F (v) =
10000− 11104, 7v51
10222, 093 − 11326, 7v50
F (v0) = F (0.995025) = 0, 995724 = v1
F (v1) = F (0, 995724) = 0, 995826 = v2
F (v2) = F (0, 995826) = 0, 995828 = v3
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Esercizio
Un prestito di 50 000 d viene rimborsato con 80 rate mensili in pro-
gressione aritmetica di ragione 2 al tasso i12 = 0, 0025. Determinare
la scadenza media aritmetica e la scadenza media finanziaria al tasso
i12 delle rate
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Esercizio
Un prestito di 50 000 d viene rimborsato con 80 rate mensili in pro-
gressione aritmetica di ragione 2 al tasso i12 = 0, 0025. Determinare
la scadenza media aritmetica e la scadenza media finanziaria al tasso
i12 delle rate
La scadenza media aritmetica in questo caso vale
T =
(n+ 1) (3α1 + 2(n− 1)ρ)
6α1 + 3(n− 1)ρ
con
α1 = Aαn|i − ρ
(1 + ni) an|i − n
i an|i
Quindi essendo ρ = 2 troviamo α1 = 614, 021, T = 42, 0389 3 anni 6
mesi 2 giorni.
15/27 Pi?
22333ML232
La scadenza media finanziaria in questo caso vale
T =
ln[n(α1 + αn)]− ln(2A)
ln(1 + i)
=
ln[n(2α1 + (n− 1)ρ)]− ln(2A)
ln(1 + i)
Essendo ρ = 2 concludiamo che T = 41, 3753 3 anni 5 mesi 11 giorni
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Esercizio
Determinare il rendimento effettivo di un BTP triennale con cedole al
5,2% acquistato a 100,35 e venduto a 99,95.
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Esercizio
Determinare il rendimento effettivo di un BTP triennale con cedole al
5,2% acquistato a 100,35 e venduto a 99,95.
Il titolo ha tre cedole annue, quindi applico la relazione
f(v) = (c+ cr)v
3 + c(v2 + v)− ca = 0
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Esercizio
Determinare il rendimento effettivo di un BTP triennale con cedole al
5,2% acquistato a 100,35 e venduto a 99,95.
Il titolo ha tre cedole annue, quindi applico la relazione
f(v) = (c+ cr)v
3 + c(v2 + v)− ca = 0
La funzione di iterazione e`
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
=
2(c+ cr)v
3 + cv2 + ca
3(c+ cr)v2 + 2cv + c
ove c = 5, 2, ca = 100, 35, cr = 99, 95quindi
F (v) =
210, 3v3 + 5, 2v2 + 100, 35
315, 45v2 + 10, 4v + 5, 2
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Parto da un tasso inferiore come il 5,05% equivalente a v0 = 0, 947867
v1 = F (v0) = 0, 951894
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Parto da un tasso inferiore come il 5,05% equivalente a v0 = 0, 947867
v1 = F (v0) = 0, 951894
v2 = F (v1) = 0, 951878
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Parto da un tasso inferiore come il 5,05% equivalente a v0 = 0, 947867
v1 = F (v0) = 0, 951894
v2 = F (v1) = 0, 951878
i =
1
v1
− 1 = 0, 0505548
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Esercizio
Un prestito di 12500 d e` rimborsato con 48 rate mensili al tasso i =
0, 055. Dopo il pagamento della 30ma rata il tasso diventa u = 0, 065.
Quale e` il tasso effettivo?
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Esercizio
Un prestito di 12500 d e` rimborsato con 48 rate mensili al tasso i =
0, 055. Dopo il pagamento della 30ma rata il tasso diventa u = 0, 065.
Quale e` il tasso effettivo?
E` un rimborso a due rate. La rata iniziale e` α = 12500α48|(1,055)1/12−1 =
289, 943. La rata successiva proviene dalla variazione del tasso: β =
αa18|(1,055)1/12−1 α18|(1,065)1/12−1 = 292, 087
18/27 Pi?
22333ML232
Esercizio
Un prestito di 12500 d e` rimborsato con 48 rate mensili al tasso i =
0, 055. Dopo il pagamento della 30ma rata il tasso diventa u = 0, 065.
Quale e` il tasso effettivo?
E` un rimborso a due rate. La rata iniziale e` α = 12500α48|(1,055)1/12−1 =
289, 943. La rata successiva proviene dalla variazione del tasso: β =
αa18|(1,055)1/12−1 α18|(1,065)1/12−1 = 292, 087
F (v) =
nβvn+1 +m(α− β)vm+1 −A
(n+ 1)βvn + (m+ 1)(α− β)vm − (α+A)
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
Prendiamo come tasso iniziale la media pesata dei due tassi
30× 0, 05512 + 18× 0, 06512
48
= 0, 00476795 =⇒ v0 = 0, 995255
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
Prendiamo come tasso iniziale la media pesata dei due tassi
30× 0, 05512 + 18× 0, 06512
48
= 0, 00476795 =⇒ v0 = 0, 995255
v1 = F (v0) = 0, 995433
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
Prendiamo come tasso iniziale la media pesata dei due tassi
30× 0, 05512 + 18× 0, 06512
48
= 0, 00476795 =⇒ v0 = 0, 995255
v1 = F (v0) = 0, 995433
v2 = F (v1) = 0, 995440
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
Prendiamo come tasso iniziale la media pesata dei due tassi
30× 0, 05512 + 18× 0, 06512
48
= 0, 00476795 =⇒ v0 = 0, 995255
v1 = F (v0) = 0, 995433
v2 = F (v1) = 0, 995440
v3 = F (v2) = 0, 995440
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
Prendiamo come tasso iniziale la media pesata dei due tassi
30× 0, 05512 + 18× 0, 06512
48
= 0, 00476795 =⇒ v0 = 0, 995255
v1 = F (v0) = 0, 995433
v2 = F (v1) = 0, 995440
v3 = F (v2) = 0, 995440
i12 = 0, 00458089
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A = 12500, n = 48, m = 30, α = 289, 943, β = 292, 087
F (v) =
14020, 176v49 − 64, 32v31 − 12500
14312, 263v48 − 66, 464v30 − 12789, 943
Prendiamo come tasso iniziale la media pesata dei due tassi
30× 0, 05512 + 18× 0, 06512
48
= 0, 00476795 =⇒ v0 = 0, 995255
v1 = F (v0) = 0, 995433
v2 = F (v1) = 0, 995440
v3 = F (v2) = 0, 995440
i12 = 0, 00458089 i = 0, 056377
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Esercizio
Un prestito di 100 000 d viene rimborsato con dieci rate annue co-
stanti al 5,9039%. Contestualmente al pagamento della seconda rata
il debitore chiede di estinguere il finanziamento, ma questo richiede
spese bancarie per 92,15 d. Quale e` il tasso effettivo dell’operazione?
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Esercizio
Un prestito di 100 000 d viene rimborsato con dieci rate annue co-
stanti al 5,9039%. Contestualmente al pagamento della seconda rata
il debitore chiede di estinguere il finanziamento, ma questo richiede
spese bancarie per 92,15 d. Quale e` il tasso effettivo dell’operazione?
Si deve risolvere l’equazione di secondo grado
A = αv + (α + δ2 + s) v
2
in cui α e` la rata di ammortamento, δ2 il debito residuo dopo due
pagamenti e s sono le spese bancarie.
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v =
√
4A(s+ α + δ2) + α2 − α
2(s+ α + δ2)
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v =
√
4A(s+ α + δ2) + α2 − α
2(s+ α + δ2)
i = 5, 90390% =⇒ α = 13 525, δ2 = 84 307, 85 =⇒ v = 0, 943838 =⇒
i = 0, 0595039
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Esercizio
Dato un portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con matrice di covarianza e`
C =

1 1 −1/2
1 2 1
−1/2 1 3

determinare l’equazione della frontiera efficiente se i valori attesi di a1, a2, a3 sono
rispettivamente 2, 1 e 3.
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Esercizio
Dato un portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con matrice di covarianza e`
C =

1 1 −1/2
1 2 1
−1/2 1 3

determinare l’equazione della frontiera efficiente se i valori attesi di a1, a2, a3 sono
rispettivamente 2, 1 e 3.
x =
2
9
(2µ− 1), y = 1
18
(29− 13µ) , z = 1
18
(5µ− 7) ;(
1
6
√
11µ2 − 74µ+ 131, µ
)
Passaggio intermedio: x =
1
2
(7m+ 25n), y =
1
4
(−9m− 35n), z = 1
2
(3m+ 11n)
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Esercizio
Dato un portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con matrice di covarianza
C =

1 14 −1
1
4 2 1
−1 1 2
 determinare l’equazione della frontiera efficiente
se i valori attesi di a1, a2, a3 sono rispettivamente 1, 2 e 2.
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2,
1 e 3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 12 1
1
2 2 1
1 1 3

e` (σµ, µ) =
(√
1
20 (15µ
2 − 50µ+ 59), µ
)
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2,
1 e 3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 1 1
1 2 1
1 1 3

e` (σµ, µ) =
(√
1
3 (2µ
2 − 8µ+ 11), µ
)
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 1,
1/2 e 2, la cui matrice di covarianza e` C =

2 1 −14
1 1 1
−14 1 3

e` (σµ, µ) =
(√
1
176 (7µ
2 − 14µ+ 183), µ
)
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Esercizio Dimostrare che l’equazione della frontiera efficiente di un
portafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2,
1 e 3, la cui matrice di covarianza e` C =

1 12 −14
1
2 1
1
2
−14 12 1

e` (σµ, µ) =
(√
1
96 (15µ
2 − 90µ+ 167), µ
)
